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Re´sume´ :
La dynamique de poutres re´ticule´es pe´riodiques constitue´es de cellules non contrevente´es est e´tudie´e
avec la me´thode d’homoge´ne´isation des milieux pe´riodiques discrets. Par rapport a` des milieux massifs,
ce type de microstructure peut pre´senter un fort contraste entre les de´formabilite´s de compression
et de cisaillement, ce qui ge´ne`re une cine´matique locale plus riche (rotation globale, de´formation ou
re´sonance interne) selon la structure et la gamme de fre´quence e´tudie´es. Ces fonctionnements atypiques
sont de´crits the´oriquement et illustre´s sur des exemples nume´riques et des structures re´elles.
Abstract :
The dynamics of reticulated periodic beams made up of unbraced cells is studied through the homogeni-
zation method of periodic discrete media. Compared to massive media, this kind of microstructure may
present a large contrast between shear and compression deformabilities. This induces a richest local
kinematics (global rotation, inner deformation, inner resonance) according to the studied structure
and frequency range. These atypical behaviors are described theoretically and illustrated numerically
on real structures.
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1 Introduction
Cet article traite du comportement dynamique de poutres re´ticule´es pe´riodiques. Supposant la taille
de la cellule constitutive petite devant la longueur d’onde, le macro-comportement est de´termine´ a`
l’aide de la me´thode d’homoge´ne´isation des milieux pe´riodiques discrets [3] qui permet une description
plus pousse´e du fonctionnement physique de la cellule que l’homoge´ne´isation des milieux pe´riodiques
continus [11], [6]. L’e´tude fait un usage syste´matique de l’analyse dimensionnelle [1], [8]. Elle est re´alise´e
sur le cas arche´typique de cellules portiques non contrevente´es qui peuvent pre´senter un fort contraste
de de´formabilite´ en cisaillement et en compression (contrairement aux milieux usuels ≪ massifs ≫).
Ceci ouvre la possibilite´ de cine´matiques locales enrichies, introduisant des me´canismes de rotation
globale, de de´formation interne ou de re´sonance interne (coexistence de dynamiques globale et locale)
selon la conﬁguration e´tudie´e et la gamme de fre´quence, [5].
La partie 2 donne un aperc¸u de la me´thode et des hypothe`ses. Les parties 3 et 4 de´taillent les com-
portements vibratoires possibles en mode transversal et longitudinal. L’accent est mis sur les situa-
tions atypiques conduisant a` des modes de giration et a` des descriptions avec re´sonance interne. On
soulignera en particulier l’e´mergence d’une dynamique macroscopique non-newtonienne ou` la masse
eﬀective, fonction de la fre´quence, introduit des bandes de fre´quences interdites, [4].
En dernie`re partie on expose une extension du mode`le qui inclut le cisaillement des e´le´ments de cellule
traite´s comme des poutres de Timoshenko. Une illustration est donne´e pour un baˆtiment re´el sur lequel
des mesures acce´le´rome´triques ont permis d’identiﬁer les caracte´ristiques modales.
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푒⃗1
푒⃗2
푒⃗3
Figure 1 – Exemple de structure (gauche) et description des cine´matiques transverse (milieu) et
longitudinale (droite)
2 Structures e´tudie´es et me´thode d’homoge´ne´isation
Les structures e´tudie´es sont constitue´es par l’empilement d’un grand nombre de portiques identiques
non contrevente´s (Fig 1). Ces derniers sont forme´s de plaques dont le comportement hors plan est de´crit
par le mode`le de poutre d’Euler-Bernoulli. Les plaques horizontales et verticales peuvent avoir des pro-
prie´te´s me´caniques diﬀe´rentes. Comme les plaques sont encastre´es entre elles, les mouvements de toutes
les extre´mite´s connecte´es a` un meˆme nœud sont identiques et de´ﬁnissent les variables cine´matiques
discre`tes du syste`me. Le mouvement dans le plan (푒⃗1, 푒⃗2) de chaque niveau 푛 est donc de´crit par
six variables : les de´placements et rotations des deux nœuds. Ces variables peuvent eˆtre remplace´es
par (i) trois variables associe´es au mouvement de corps rigide du niveau 푛 : la rotation 훼(푛), les
de´placements moyens, 푈(푛) selon 푒⃗1 et 푉 (푛) selon 푒⃗2, et (ii) trois variables de´crivant la de´formation
du niveau 푛 : la dilatation transverse Δ(푛), les rotations moyennes et diﬀe´rentielles des nœuds, 휃(푛)
et Φ(푛) (Fig. 1). Du fait de la syme´trie longitudinale, les cine´matiques transversale et longitudinale
gouverne´es respectivement par (푈,훼, 휃) et (푉,Φ,Δ) sont de´couple´es.
2.1 Homoge´ne´isation
L’homoge´ne´isation des syste`mes re´ticule´s pe´riodiques proce`de en deux e´tapes [13]. Tout d’abord,
l’e´quilibre harmonique de la poutre d’Euler-Bernoulli est inte´gre´ pour condenser rigoureusement au
niveau des nœuds l’e´tude de l’e´quilibre dynamique de la structure. Ensuite, l’homoge´ne´isation propre-
ment dite conduit au mode`le continu. L’hypothe`se clef est que la taille de la cellule ℓ est petite devant
la taille caracte´ristique 퐿 des vibrations de la structure, ainsi 휖 = ℓ/퐿 << 1. L’existence d’une e´chelle
macroscopique est traduite par la variable d’espace macroscopique 푥 (selon la direction de pe´riodicite´
푒⃗2). Les variables cine´matiques discre`tes sont alors conside´re´es comme des valeurs particulie`res prises
par des fonctions continues de 푥, soit 푈휖(푥푛) = 푈(niveau 푛). Ces fonctions, comme toutes les inconnues,
sont suppose´es converger lorsque 휖 → 0, et sont remplace´es par des de´veloppements asymptotiques
en fonction de 휖. Le ratio d’e´chelles 휖 est e´galement utilise´ pour le de´veloppement en se´ries de Tay-
lor des eﬀorts et la normalisation. Cette dernie`re e´tape consiste a` peser selon les puissances de 휖 les
caracte´ristiques ge´ome´triques et me´caniques des e´le´ments ainsi que la fre´quence. De cette manie`re,
chaque eﬀet me´canique apparaˆıt au meˆme ordre inde´pendamment de la valeur de 휖 et la physique
locale est conserve´e dans le mode`le homoge´ne´ise´. Enﬁn, tous les de´veloppements sont introduits dans
les e´quations d’e´quilibre des nœuds et l’ordre dominant fournit les e´quations d’e´quilibre du milieu
macroscopique. Les diﬀe´rents comportements pre´sente´s par la suite sont obtenus en jouant sur les
ordres de grandeurs des parame`tres lors de la normalisation.
2.2 Quasi-statique ou dynamique locale
La se´paration d’e´chelles requiert ge´ne´ralement un e´tat local quasi-statique. Cela signiﬁe que, lorsque
le syste`me global est en re´gime dynamique, les longueurs d’onde de ﬂexion et de compression ge´ne´re´es
dans chaque e´le´ment sont beaucoup plus grandes que l’e´le´ment. Dans ce cas, les forces nodales peuvent
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eˆtre de´veloppe´es en se´ries de Taylor selon 휖. Toutefois, a` plus hautes fre´quences, il se peut que seules
les longueurs d’onde de compression soient beaucoup plus grandes que l’e´le´ment et qu’apparaisse une
re´sonance locale en ﬂexion. Malgre´ tout, l’homoge´ne´isation reste possible graˆce au de´veloppement des
forces de compression, mais conduit a` des descriptions atypiques avec dynamique interne.
3 Vibrations transversales
Selon les proprie´te´s de la cellule, la me´thode peut mettre en e´vidence deux types de vibrations trans-
verses associe´s a` la nature de l’e´quilibre dynamique. Pour le premier type, qui correspond aux modes
≪ naturels ≫ de vibration, les forces e´lastiques horizontales e´quilibrent l’inertie de translation hori-
zontale. Pour le second type, le moment e´lastique e´quilibre l’inertie de rotation, ce qui conduit a` des
modes de giration inhabituels.
3.1 Modes ≪ naturels ≫ - Poutre ge´ne´rique, [8]
La synthe`se des diﬀe´rents comportements possibles montre que les modes ≪ naturels ≫ se de´veloppent
dans un e´tat local quasi-statique. Par ailleurs, seuls trois me´canismes - ﬂexion globale, cisaillement,
ﬂexion interne - gouvernent la physique, chacun e´tant associe´ a` une rigidite´ - 퐸퐼푀 , 퐾, et 퐸퐼휇 res-
pectivement - qui se de´duit des proprie´te´s des e´le´ments en statique. La me´thode permet de construire
un mode`le de poutre ge´ne´rique qui inclut ces trois me´canismes et implique les variables de´crivant le
mouvement de corps rigide de la section 푈 et 훼. Ce mode`le est gouverne´ par une e´quation diﬀe´rentielle
de degre´ six qui ge´ne´ralise la dynamique des poutres classiques et des poutres sandwiches [10], [12] :
퐸퐼휇퐸퐼푀
퐾
푈 (6)(푥)− (퐸퐼휇 + 퐸퐼푀 )푈 (4)(푥)− 퐸퐼푀
퐾
Λ휔2푈 (2)(푥) + Λ휔2푈(푥) = 0 (1)
ou` Λ de´signe la masse line´ique macroscopique. Par de´ge´ne´rescence, cette e´quation redonne les descrip-
tions plus classiques (Timoshenko, Euler-Bernoulli, cisaillement). Notons que pour les modes ≪ natu-
rels ≫, l’inertie de rotation de section n’apparaˆıt pas et que le cisaillement peut gouverner le compor-
tement de poutres re´ticule´es e´lance´es, contrairement aux poutres ≪ massives ≫.
Les me´canismes pilotant le comportement re´el d’une structure donne´e peuvent eˆtre identiﬁe´s via une
analyse dimensionnelle s’appuyant sur le mode`le ge´ne´rique. En introduisant la taille caracte´ristique
de vibration 퐿˜ (par exemple, pour le mode fondamental d’une poutre encastre´e-libre, 퐿˜ = 2퐻/휋), le
changement de variables x = 푥/퐿˜ transforme (1) en :
퐶 훾 푈∗(6) − (1 + 훾) 푈∗(4) − Ω2 푈∗(2) + Ω
2
퐶
푈∗ = 0 (2)
ou` par construction, les termes sans dimension note´s par * sont 푂(1) et les parame`tres sont :
퐶 =
퐸퐼푀
퐾퐿˜2
, 훾 =
퐸퐼휇
퐸퐼푀
, Ω2 =
Λ휔2퐿˜2
퐾
(3)
퐶 et 훾 pe`sent respectivement les contrastes entre ﬂexion globale et cisaillement, et entre ﬂexions interne
et globale. Selon leur ordre de grandeur en puissance de 휖˜ = ℓ/퐿˜ = 휋/(2푁), l’e´quation (2) de´ge´ne`re
en des formes simpliﬁe´es. 퐶 et 훾 constituent donc des crite`res d’identiﬁcation permettant de recenser
sept comportements dont les domaines de validite´ (Fig. 2) sont caracte´rise´s par les deux parame`tres
푥 et 푦 de´ﬁnis par 퐶 = 휖˜푥 et 훾 = 휖˜ 푦.
3.2 Modes et poutre de giration
A plus hautes fre´quences, les forces e´lastiques ne peuvent contrebalancer l’inertie de translation, de
sorte que la translation doit s’annuler. Cependant un nouvel e´quilibre dynamique est possible entre
le moment e´lastique et l’inertie de rotation. Le mode`le atypique correspondant ne fait intervenir que
la rotation de section pilote´e par un me´canisme de traction-compression oppose´e dans les e´le´ments
verticaux. Les fre´quences e´tant plus e´leve´es, nous n’avons plus ne´cessairement un e´tat quasi-statique
local et deux cas sont possibles, [5].
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Figure 2 – Gauche : domaines de validite´ des diﬀe´rents comportements pour les modes ≪ natu-
rels ≫ transverses. Droite : les 4 premiers modes de giration d’une poutre forme´e de 15 cellules
Etat quasi-statique local : L’e´quation d’e´quilibre (en moment) est du second degre´. Les parame`tres
sont les rigidite´s de ﬂexion globale et de cisaillement de´ja` de´termine´es ainsi que l’inertie de rotation
de section usuelle 퐽 . Le mode`le de poutre de giration s’e´crit :
퐸퐼푀 훼
′′(푥)−퐾 훼(푥) + 퐽 휔2훼(푥) = 0 (4)
On notera la pre´sence du terme de source interne de moment lie´ au cisaillement de la cellule. Ce
mode`le est illustre´ et conﬁrme´ nume´riquement sur une structure de 푁 = 15 niveaux en Fig .2.
Dynamique interne : Dans ce cas la longueur d’onde de ﬂexion est de l’ordre de la longueur des
e´le´ments, mais la longueur d’onde de compression reste largement supe´rieure. Les eﬀorts associe´s a` la
ﬂexion ne sont plus de´veloppe´s, ce qui interdit tout de´couplage entre termes e´lastiques et inertiels. Le
macro comportement reste gouverne´ par une e´quation diﬀe´rentielle du second degre´ de meˆme allure
formelle que (4) mais il faut remplacer la rigidite´ de cisaillement 퐾 et l’inertie de rotation 퐽 par
une rigidite´ et une inertie eﬀectives qui de´pendent de la fre´quence 퐾(휔) et 퐽(휔). De tels eﬀets, qui
correspondent a` une dynamique non-Newtonienne, apparaissent e´galement en vibration longitudinale
et sont discute´s dans le paragraphe suivant.
4 Vibrations longitudinales
Les vibrations longitudinales impliquent les variables (푉,Φ,Δ), cf. Fig. 1 et pre´sentent un moindre
degre´ de complexite´ car le principal me´canisme est la compression verticale de rigidite´ 2퐸퐴. Les
diﬀe´rences entre les mode`les identiﬁe´s tiennent a` la pre´sence ou non d’une dynamique interne, [5].
Pour un e´tat quasi-statique local, on obtient la description usuelle d’une poutre en compression :
2퐸퐴푉 ′′(푥) + Λ휔2푉 (푥) = 0 (5)
La pre´sence d’une dynamique interne se traduit par une masse apparente fonction de la fre´quence
Λ(휔) qui remplace la masse re´elle Λ pour les meˆmes raisons que celles mentionne´es plus haut. Soient
Λ푤 la masse line´ique des e´le´ments verticaux et Λ푓 celle des e´le´ments horizontaux, l’expression de la
masse apparente est :
Λ(휔) = Λ푤 + Λ푓 휓
(
휔
휔푓1
)
avec 휓(휔ˆ) =
8
3휋
√
휔ˆ
[
coth(3휋4
√
휔ˆ) + cot(3휋4
√
휔ˆ)
] (6)
A nouveau, la pre´sence conjointe des dynamiques locale et globale fait passer d’une description new-
tonienne a` l’echelle microscopique a` une description non-newtonienne a` l’e´chelle globale. L’e´tude de
4
20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Besanc¸on, 29 aouˆt au 2 septembre 2011
l’expression analytique de la masse apparente Λ(휔) montre que [4] (i) Λ(휔) → Λ lorsque 휔 → 0, et
(ii) ∣Λ(휔)∣ → ∞ lorsque 휔 → 휔푓2푘+1 , ou` 휔푓2푘+1 sont les fre´quences des modes impairs des e´le´ments
horizontaux en ﬂexion (cf. Fig. 3 trace´e pour Λ푤 = Λ푓 ). Ceci induit une re´ponse anormale du syste`me
au voisinage de ces fre´quences 휔푓2푘+1 qui se traduit par des bandes de fre´quences interdites.
Figure 3 – Eﬀet de la re´sonance interne sur la masse apparente adimensionnelle : (1 + 휓( 휔
휔푓1
))/2
5 Mode´lisation d’un baˆtiment
Figure 4 – Vue ge´ne´rale (gauche) et plan d’un e´tage courant (droite) du baˆtiment e´tudie´
Les baˆtiments ordinaires en be´ton e´tant souvent constitue´s par l’empilement d’un meˆme e´tage, nous
proposons d’utiliser des mode`les de poutre homoge´ne´ise´s pour faciliter l’e´tude de leurs premiers modes
transverses (qui sont les plus sollicite´s par les se´ismes). La principale diﬀe´rence avec les portiques
conside´re´s plus haut est la pre´sence de murs voiles qui travaillent en ﬂexion et en cisaillement dans
leur plan. C’est pourquoi l’e´tude par homoge´ne´isation a e´te´ reprise en utilisant la poutre de Timoshenko
pour de´crire le comportement des e´le´ments. Cela a permis de construire un nouveau mode`le ge´ne´rique
qui prend en compte un quatrie`me me´canisme : le cisaillement dans les murs voiles de rigidite´ 퐾푚. Ce
mode`le est encore de´crit par une e´quation diﬀe´rentielle de degre´ six :
퐸퐼휇퐸퐼푀
퐾
푈 (6)−
(
퐸퐼휇 + 퐸퐼푀 − Λ휔2 퐸퐼휇퐸퐼푀
퐾푚퐾
)
푈 (4)−
(
퐸퐼휇
퐾푚
+퐸퐼푀
(
1
퐾푚
+
1
퐾
))
Λ휔2푈 ′′+Λ휔2푈 = 0
(7)
Il a e´te´ applique´ sur le baˆtiment pre´sente´ sur la ﬁgure 4 qui a fait l’objet d’une campagne expe´rimentale
[9]. Le tableau 1 compare les fre´quences propres des modes transverses selon 푦 obtenues avec ce nouveau
mode`le avec celles calcule´es a` l’aide d’un mode`le e´le´ments ﬁnis complet de la structure ainsi qu’avec
les fre´quences expe´rimentales [5]. Le mode`le (7) fournit de tre`s bonnes estimations des fre´quences.
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Mesures E´le´ments ﬁnis Poutre homoge´ne´ise´e
Mode 푓푖 ratio 푓푖 ratio 푓푖 erreur ratio
(Hz) 푓푖/푓1 (Hz) 푓푖/푓1 (Hz) (%) 푓푖/푓1
1 2,15 1 2,08 1 2,13 + 2,2 1
2 7,25 3,37 7,26 3,49 7,63 + 5,1 3,59
3 14 6,51 14,30 6,88 15,61 + 9,2 7,34
Table 1 – Fre´quences propres dans la direction 푦
6 Conclusion
Les milieux re´ticule´s posse`dent une diversite´ de comportement beaucoup plus grande que les milieux
massifs. En particulier, les modes de giration ou l’apparition d’eﬀet de dynamique interne sont impos-
sibles dans les poutres et mate´riaux usuels.
Ces re´sultats pre´sentent de fortes analogies avec les the´ories des milieux continus ge´ne´ralise´s [7] et
apportent des e´le´ments nouveaux en dynamique des structures. Des comparaisons avec des calculs
nume´riques conﬁrment la validite´ de ces de´veloppements [8]. Ces descriptions, formule´es de manie`re
adimensionelle, oﬀrent un cadre d’analyse pour explorer la dynamique de milieux re´ticule´s a` mor-
phologie plus complexe tels que les mousses, matie`res ve´ge´tales, os, . . ., mais aussi la dynamique de
structures de grandes tailles telles que les baˆtiments, [2]. Enﬁn, l’exploitation des proprie´te´s atypiques
pourrait conduire a` la re´alisation de milieux a` proprie´te´s inhabituelles pour l’acoustique.
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